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Schrodinger

Density functional theory
(DFT)

VMC 

DMC 

 

Variational

Non variational
MPn

CC

Sparse grids
Orbital free

CI

MCSCF

Hartree−Fock

equation 
       ¨

Reduced Density Matrix 

Density Matrix functional theory

Quantum Monte Carlo 

Wavefunction methods 

Electronic 

LDA

GGA

meta GGA

hybrid

orbital dependent

(and extended KS) 
Kohn−Sham 



������� � �!� ���" #

�
$ � 
��!��������  ���������� � %&'

� � �(����� � ��������������) ���������

# � *�!���!�� ��� �+������ *�!���!�� ������

, � -��" .�!�����(�����/ ������



� � �����������	 
���������
 �
 ���



$ � 
��!��������  ���������� � %&' 0

�
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E0 = inf {〈Ψ|HN |Ψ〉, Ψ ∈ WN} , WN =

{
Ψ ∈

N∧
i=1

H1(R3), ‖Ψ‖L2 = 1

}

HN = H1
N + Vne = H1

N +

N∑
i=1

V (ri)

H1
N = T +Vee = −

N∑
i=1

1

2
Δri

+
∑

1≤i<j≤N

1

|ri − rj| V (r) = −
M∑

k=1

zk

|r − Rk|

���������� ������(
Ψ ∈ WN �→ ρΨ(r) = N

∫
R3(N−1)

|Ψ(r, r2, · · · , rN)|2 dr2 · · · drN
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E0 = inf
Ψ

〈Ψ|HN |Ψ〉

= inf
Ψ

(
〈Ψ|H1

N |Ψ〉 + 〈Ψ|
(

N∑
i=1

V (ri)

)
|Ψ〉
)

= inf
Ψ

(
〈Ψ|H1

N |Ψ〉 +

∫
R3

ρΨV

)

= inf
ρ

inf
Ψ | ρΨ=ρ

(
〈Ψ|H1

N |Ψ〉 +

∫
R3

ρΨV

)

= inf
ρ

(
inf

Ψ | ρΨ=ρ
〈Ψ|H1

N |Ψ〉 +

∫
R3

ρV

)

= inf
ρ

(
FLL(ρ) +

∫
R3

ρV

)
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E0 = inf

{
FLL(ρ) +

∫
R3

ρV, ρ ∈ RN

}

FLL(ρ) = inf
{〈Ψ|H1

N |Ψ〉, Ψ ∈ WN ���� ρΨ = ρ
}

RN = {ρ, ∃Ψ ∈ WN ���� ρΨ = ρ} =

{
ρ ≥ 0,

√
ρ ∈ H1(R3),

∫
R3

ρ = N

}

FLL(ρ) �� � 6���4�����7  ��������� � �!� ������(


������8 �� ���(����������� �+�������� � FLL(ρ) �� "��9�
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&�� ��( v ∈ L
3
2(R3) + L∞(R3)� 9� ��� ��:��

E(v) = inf

{
〈Ψ|H1

N +
N∑

i=1

v(ri)|Ψ〉, Ψ ∈ WN

}

��� v �→ E(v) �� � �����4������ �����4�� ����������  �������

�� !���� .3���� �;<� $=�#/

E(v) = inf

{
FL(ρ) +

∫
R3

ρv, ρ ∈ L1(R3) ∩ L3(R3)

}

9!��� FL(ρ) �� �!� ���4�+ 9�������  ������� ��:��� �� L1(R3)∩L3(R3)

�(

FL(ρ) = sup

{
E(v) −

∫
R3

ρv, v ∈ L
3
2(R3) + L∞(R3)

}



$ � 
��!��������  ���������� � %&' =
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!(����� �������������� � FL(ρ)


�+�� ������ � N��������� �(����� ��� ��������� �( N��������� ����

���( �������� � �!�  ���

Γ =
+∞∑
n=1

pn|Ψn〉〈Ψn|, Ψn ∈
N∧

i=1

L2(R3), 〈Ψm|Ψn〉 = δmn, 0 ≤ pn ≤ 1,
+∞∑
n=1

pn =

�!� ������( � Γ ����) )�4�� �(
ρΓ(r) =

+∞∑
n=1

pnρΨn(r)

Γ �� � :���� ����)( � 

+∞∑
n=1

pn‖∇Ψn‖2
L2 < ∞� ��� ����)( ����) �!��

'� (HNΓ) =

+∞∑
n=1

pn〈Ψn|HN |Ψn〉 = '�

(
H1

NΓ
)

+

∫
R3

ρΓV
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�
3�� �� ������ �( DN �!� ���4�+ ��� ���������) � �!� N���������

������( �������� � :���� ����)(

{ρ | ∃Γ ∈ DN ���� ρΓ = ρ} = RN

'!��� ���

E0 = inf {'� (HNΓ) , Γ ∈ DN}
= inf

{

'�

(
H1

NΓ
)

+

∫
R3

ρΓV, Γ ∈ DN

}

= inf

{
inf
{

'�

(
H1

NΓ
)
, Γ ∈ DN, ρΓ = ρ

}
+

∫
R3

ρV, ρ ∈ RN

}

�� !���� �!�� FL(ρ) =

∣∣∣∣ inf
{

'�

(
H1

NΓ
)
, Γ ∈ DN, ρΓ = ρ

}

� ρ ∈ RN

+∞ � ρ /∈ RN

��� �!�� FL �� �!� ���4�+ !��� � FLL �� �!� ���4�+ ��� RN
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�
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1���������� 3�4(�3��� 3���

����������) �− H1
N FLL(ρ) FL(ρ)

��������������) �− H0
N TLL(ρ) TJ(ρ)

H1
N = T+Vee = −

N∑
i=1

1

2
Δri

+
∑

1≤i<j≤N

1

|ri − rj| H0
N = T = −

N∑
i=1

1

2
Δri
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TLL(ρ) = inf {〈Ψ|T |Ψ〉, Ψ ∈ WN ���� ρΨ = ρ}

≤ inf {〈Ψ|T |Ψ〉, Ψ �� � ������ ����������� ���� ρΨ = ρ}

= inf

{
N∑

i=1

1

2

∫
R3
|∇φi|2, φi ∈ H1(R3),

∫
R3

φiφj = δij,
N∑

i=1

|φi|2 = ρ

}

= TKS(ρ)
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3�� Ψ ∈
N∧

i=1

L2(R3) ���! �!�� ‖Ψ‖L2 = 1� '!� :��� ����� ������� ������(

�����+ ���������� 9��! Ψ �� �!�  �������
γΨ(r, r′) := N

∫
R3(N−1)

Ψ(r, r2, · · · , rN) Ψ(r′, r2, · · · , rN) dr2 · · · drN

���� �!�� ρΨ(r) = γΨ(r, r)

'!�  ������� γΨ(r, r′) ��� �� ���������� �� �!� >���� "����� � �!�

�������� �� L2(R3)� ���� ������� �( γΨ� ��� ������ �!� :��� �����

������� ������( ��������� ��:���  �� ��� φ ∈ L2(R3) �(

(γΨφ)(r) =

∫
R3

γΨ(r, r′) φ(r′) dr′



� � �(����� � ��������������) ��������� $0

�
'!� �������� γΨ �� ��� ���?���� �� L2(R3) ��� �����:��

0 ≤ γΨ ≤ 1 ��� '�(γΨ) = N

'!��� ���� γΨ ��� �� ���)�����@�� ��  ����9�8 �!��� �+���� �� ���

�!������� ����� (φi)i≥1 � L2(R3) ��� � �������������) ��A����� (ni)i≥1

� ���� ������� ���! �!��

γΨ =
+∞∑
i=1

ni|φi〉 〈φi| 9��! 0 ≤ ni ≤ 1 ���

+∞∑
i=1

ni = N

'!� ni ��� �!� φi ��� ������ ��������4��( �!� ������� ���������� ����

���� ��� �!� ������� ������������� � �!� 9�4� ������� Ψ

� �� �������� Ψ �� � :���� ����)(� �!�� ��� �!� φi ��� �� H1(R3) ���

〈Ψ|T |Ψ〉 =
1

2

+∞∑
i=1

ni

∫
R3
|∇φi(r)|2 dr = '�

(
−1

2
ΔγΨ

)



� � �(����� � ��������������) ��������� $2

�
3�� Γ ∈ DN

Γ =

+∞∑
n=1

pn|Ψn〉〈Φn|, Ψn ∈
N∧

i=1

L2(R3), 〈Ψm|Ψn〉 = δmn, 0 ≤ pn ≤ 1,

+∞∑
n=1

pn =

'!� :��� ����� ������� ������( �������� ���������� 9��! Γ ��

γΓ =
+∞∑
n=1

pnγΨn. ���� �!�� ρΓ(r) = γΓ(r, r)

�� !����

γ∗
Γ = γΓ, 0 ≤ γΓ ≤ 1, '�(γΓ) = N, '�(H0

NΓ) = '�

(
−1

2
ΔγΓ

)

�������� N����������������( � :��������� ������� ������( ��������

CN = {γ | ∃Γ ∈ DN ���� γΓ = γ}
=
{
γ ∈ S(L2(R3)) | 0 ≤ γ ≤ 1, '�(γ) = N, '�(−Δγ) < ∞}
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TJ(ρ) = inf
{

'�(H0
NΓ), Γ ∈ DN ���� ρΓ = ρ

}
= inf

{

'�

(
−1

2
ΔγΓ

)
, Γ ∈ DN ���� ρΓ = ρ

}

= inf

{

'�

(
−1

2
Δγ

)
, γ ∈ CN ���� ργ = ρ

}
9!��� ργ(r) = γ(r, r)

= inf

{ +∞∑
i=1

1

2
ni

∫
R3
|∇φi|2, φi ∈ H1(R3),

∫
R3

φiφj = δij,

0 ≤ ni ≤ 1,
+∞∑
i=1

ni|φi|2 = ρ

}
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# � *�!���!�� ��� �+������ *�!���!�� ������ $=

�
*�!���!�� �����

$� &�� N ��� ����������	 ���������� �!� ������(  ��������� �� .�����+�

�����4��(/ )�4�� �(

TKS(ρ) =

{
N∑

i=1

1

2

∫
R3
|∇φi|2, φi ∈ H1(R3)

∫
R3

φiφj = δij

N∑
i=1

|φi|2 = ρ

}

�� &�� � ��������� �!��)� ������������ � ������( ρ� �!� ������� ���

��������� �����

J(ρ)

�� 

=
1

2

∫
R3

∫
R3

ρ(x) ρ(y)

|x − y| dx dy

#� *�!� ��� �!�� �������� �!�  ����9��) ������������� � FLL

FLL(ρ) = TKS(ρ) + J(ρ) + Exc(ρ) 9!��� Exc(ρ)

�� 

= FLL(ρ)−TKS(ρ)−J(ρ)

Exc �� ������ �!� �+�!��)�������������  ���������



# � *�!���!�� ��� �+������ *�!���!�� ������ ��

�
�+�!��)�������������  ���������

|Exc(ρ)| � J(ρ) ��� TKS(ρ)

� �������� �����+������� � Exc(ρ) ��
ELDA

xc (ρ) =

∫
R3

exc(ρ(x)) dx

9!��� exc(ρ̄) �� �!� �+�!��)������������� ����)( ������( �� � !���)��

����� �������� )�� � ������( ρ̄

−→ 3���� %�����( �����+������� .3%�/

'!�  ������� exc : R+ → R �� �������� �( ������������� � ��(�������

�+�������� ��� ����!���" <������ 
���� ����� ������������ ��

�!� !���)������ �������� )��



# � *�!���!�� ��� �+������ *�!���!�� ������ �$

�
	�9�����) �!� ������@����� ������� �� ����� � Φ = (φ1, · · · , φN)� ���

�������

E0 � inf

{
EKS(Φ), Φ = (φ1, · · · , φN) ∈ (H1(R3))N,

∫
R3

φiφj = δij

}

EKS(Φ) =
1

2

N∑
i=1

∫
R3
|∇φi|2 +

∫
R3

ρΦV

+
1

2

∫
R3

∫
R3

ρΦ(r) ρΦ(r′)
|r − r′| dr dr′ +

∫
R3

exc(ρΦ(r)) dr

9��! V (r) = −
M∑

k=1

zk

|r − Rk| ρΦ(r) =
N∑

i=1

|φi(r)|2

�+������� � ���������  �� ������� ��� ������4��( �!��)�� �(�����8

3� -��� .$==#/



# � *�!���!�� ��� �+������ *�!���!�� ������ ��

�
���!��)! �������� �( ������( ��B����� �������!��� 1�������&��" ���

*�!���!�� 3%� ������ !�4� ������� ���!�������� ����������

1�������&��" *�!���!�� 3%�

E0 ≤
� inf

{
EHF(Φ), Φ ∈ SN

}
E0 � inf

{
EKS(Φ), Φ ∈ SN

}

EHF(Φ) =
1

2

N∑
i=1

∫
R3
|∇φi|2 +

∫
R3

ρΦV + J(ρΦ) − 1

2

∫
R3

∫
R3

|γΦ(r, r′)|2
|r − r′| dr dr′

EKS(Φ) =
1

2

N∑
i=1

∫
R3
|∇φi|2 +

∫
R3

ρΦV + J(ρΦ) +

∫
R3

exc(ρΦ(r)) dr

SN =

{
Φ = (φ1, · · · , φN) ∈ (H1(R3))N,

∫
R3

φiφj = δij

}



# � *�!���!�� ��� �+������ *�!���!�� ������ �#

�
������3�)���)� �A������� .������3�)���)� C ��4������� C ���� ����/⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
−1

2
Δφi + WΦφi = εiφi 1 ≤ i ≤ N

∫
R3

φiφj = δij 1 ≤ i, j ≤ N

• �� �!� 1�������&��" ������ �!� ��������� WΦ �� ��������

WHF
Φ φ =

(
V + ρΦ �

1

|r|
)

φ −
∫

R3

γΦ(·, r′)
| · −r′| φ(r′) dr′

9!��� �� �� ����� �� �!� *�!���!�� 3%� �����

WKS−LDA
Φ φ =

(
V + ρΦ �

1

|r| +
dexc

dρ
(ρΦ)

)
φ

• �� �!� 1�������&��" ������ ε1 ≤ ε2 ≤ · · · ≤ εN ��� �!� ��9���

N ��)��4����� � −1
2Δ + WΦ� 9!��� �� �� ��� "��9� 9!��!�� �!��

�������( !���� ����  �� �!� *�!���!�� 3%� �����



# � *�!���!�� ��� �+������ *�!���!�� ������ �,

�
�����4������ � �!� 3%�8 ;����D� ������ .
����9/

Rung 1

Rung 2

Rung 3

Rung 4

Rung 5

Heaven Exact exchange−correlation functional

BR89, tauPBE, VSXC, BB95, TPSS, PBS00, LAP, ...

SIC, PW91, BLYP, mPWPW91, PBE, revPBE, G96LYP, HCTH, OPTX, EDF1, ...  

1/2 & 1/2, B3P, B3LYP, PBE0, O3LYP, X3LYP, mPW1PW91, BMK, PWB6K, B1B95, PW6B95, TPSSh, M05, 

SAOP, ...

Earth
�������� �	
����
��
 �� ��� ���
����� ���	���� �
� 	
���	���� �������


�������� �	
����
��
 �� ��� ��

��� ������ ���� ������ �	
����
��
�

��� ��������� �
 ρ(r)�

��� ��������� �
 ρ(r) �
� ∇ρ(r)�

�������� ��������� �
 ρ(r)� ∇ρ(r)� Δρ(r) �
� τ (r) =
N∑

i=1

|∇φi(r)|2�



# � *�!���!�� ��� �+������ *�!���!�� ������ �0

�
�� �+����� � 4���������� ������� � >>� �(��

.�������������@�� �������� ����/

inf

{
E(φ), φ ∈ H1(R3),

∫
R3
|φ|2 = 1

}

E(φ) =

∫
R3
|∇φ|2+

∫
R3

ρφV +J(ρφ)+

∫
R3

h(ρφ, |∇φ|2) 9��! ρφ(r) = 2φ2(r)

������3�)���)� �A������

−1

2
div

((
1 +

∂h

∂κ
(ρφ, |∇φ|2)

)
∇φ

)
+

(
V + ρφ � |r|−1 +

∂h

∂ρ
(ρφ, |∇φ|2)

)
φ = εφ

� � �����!������ ��� ���� ����� ���������



# � *�!���!�� ��� �+������ *�!���!�� ������ �2

�
�+������ *�!���!�� 3%� �����

inf
{E(γ), γ ∈ S(L2(R3)), 0 ≤ γ ≤ 1, '�(γ) = N, '�(−Δγ) < ∞}

E(γ) = '�

(
−1

2
Δγ

)
+

∫
R3

ργV + J(ργ) +

∫
R3

exc(ργ), ργ(r) = γ(r, r)

'!� ������@����� ��� CN �� ���4�+ ��� ��( γ ∈ CN ��� �� 9������ ��

γ =
+∞∑
i=1

ni|φi〉〈φi|

∫
R3

φiφj = δij, 0 ≤ ni ≤ 1,
+∞∑
i=1

ni = N, φi ∈ H1(R3)



# � *�!���!�� ��� �+������ *�!���!�� ������ �5

�
�+������ *�!���!�� 3%� �A�������

γ0 =
∑

i

ni|φi〉〈φi| ρ0(r) =
∑

i

ni|φi(r)|2

⎧⎨
⎩

Hρ0 φi = εiφi∫
R3

φiφj = δij

���

∣∣∣∣∣∣
ni = 1 � εi < εF,
0 ≤ ni ≤ 1 � εi = εF,
ni = 0 � εi > εF,

∑
i

ni = N

ε Fε F

N=5 N=6

Hρ0 = −1

2
Δ + V + ρ0 � |r|−1 +

dexc

dρ
(ρ0)
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ρnuc
L =

∑
R∈R∩ΛL

zδ(· − R)

zL3 ���������

−→
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E0
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ρ0
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γ0
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lim
L→∞

E0
L

L3
= E0

per ��� ρ0
L

in some sense−→
L→∞

ρ0
per
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∀(r, r′) ∈ R
3 × R

3, ∀R ∈ R, γ(r + R, r′ + R) = γ(r, r′)
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